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Resumen

En este articulo se presenta una metodologia que permite implemen-
tar un control adaptativo del péndulo invertido; la cual utiliza el método
de minimos cuadrados recursivo para identificar un modelo dindmico
digital de la planta y luego, con los pardmetros estimados de la misma,
sintonizar en tiempo real un control por reubicaciéon de polos. La planta
utilizada es un sistema inestable y no lineal. Esto combinado con las
caracteristicas adaptativas del controlador permite que los resultados
obtenidos se puedan extender a una gran variedad de sistemas. Los resul-
tados presentados muestran que la metodologia descrita se implementé de
manera satisfactoria en términos de estimacion, estabilidad y control del
sistema mencionado. Se pudo establecer que las técnicas adaptativas
presentan un desempefio apropiado incluso en sistemas con caracteristi-
cas complejas como la no linealidad y la inestabilidad.

Palabras clave
Control adaptativo; identificacién paramétrica; modelo matematico;
controlabilidad; estabilidad; control por reubicacién de polos.

Abstract

This paper presents a methodology to implement an adaptive control
of the inverted pendulum system; which uses the recursive square
minimum method for the identification of a dynamic digital model of the
plant and then, with its estimated parameters, tune in real time a pole
placement control. The plant to be used is an unstable and nonlinear
system. This fact, combined with the adaptive controller characteristics,
allows the obtained results to be extended to a great variety of systems.
The results show that the above methodology was implemented
satisfactorily in terms of estimation, stability and control of such a
system. It was established that adaptive techniques have a proper
performance even in systems with complex features such as nonlinearity
and instability.

Keywords
Adaptive control; parametric identification; mathematical model;
controllability; stability; pole placement control.
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1. INTRODUCCION

En la actualidad son de vital importancia el control y la auto-
matizacién de sistemas fisicos, esto debido a que cada vez se tiene
una mayor exigencia en la calidad, y rapidez en la produccion, asi
como en la eficiencia y economia de los procesos de elaboracién de
los productos. Por tal razén se requiere aplicar técnicas de control
que permitan optimizar el uso de los recursos, y para esto es nece-
sario un amplio conocimiento del sistema fisico en cuestion, esto
para obtener un modelo completo de los diferentes procesos que se
efectian en su interior. Infortunadamente, la mayoria de los sis-
temas reales son complejos y en algunos casos no se cuenta con la
suficiente informacién para llegar a un modelo completo. Sin em-
bargo, aunque se pudiera obtener de manera precisa la informa-
ciéon requerida para elaborar un modelo, es bastante complejo
garantizar su efectividad en el tiempo, esto debido a la dificultad
para incluir en él los cambios que el sistema fisico presente en sus
parametros, en tiempo real, por variaciones de temperatura,
humedad del medio, envejecimiento, estado de operacidén, entre
otros.

Tradicionalmente los sistemas fisicos han sido modelados de
manera analitica, utilizando leyes fisicas que describen su compor-
tamiento interno y externo, sin embargo esto no determina con
precisiéon su modelo matematico equivalente, es mads, presenta
porcentajes considerables de error debido a que en algunos siste-
mas fisicos se hace necesario despreciar algunos fenémenos, ya
que no se conocen o se consideran poco relevantes. También con el
objetivo de simplificar el andalisis matematico se realizan algunos
procedimientos de linealizacién los cuales solo proporcionan un
modelo aproximado de la planta en un punto especifico de opera-
cion. Otro factor que desfavorece la precision del modelo es la
dificultad para representar los posibles cambios en los parametros
de la planta debido al calentamiento o envejecimiento de sus com-
ponentes.

Es importante tener en cuenta que un modelo matematico lo
suficientemente preciso permite obtener mejores resultados en el
control de sistemas reales (Astrom & Wittenmark, 1994). Un mo-
delo matematico que represente de manera mas precisa la planta,
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debe tener parametros que se adapten a los cambios de esta en el
tiempo y que involucre caracteristicas y fenémenos fisicos que no
se pueden modelar de forma sencilla.

Como alternativa de solucién a este problema se plantean los
métodos de identificacién de parametros, que consisten en utilizar
los datos de entrada y salida de la planta para alimentar un algo-
ritmo; el cual se encarga de encontrar los pardmetros de un mode-
lo numérico que representa de manera adecuada la dindmica del
sistema. Este modelo tiene como caracteristica principal, la capa-
cidad de aprender el comportamiento de la planta ante una deter-
minada excitacién, por lo tanto, logra incorporar implicitamente
caracteristicas relevantes del sistema. Con esto se obtiene una
mayor precisiéon con respecto a los modelos clasicos calculados a
partir de leyes fisicas. Es necesario aclarar que los pardmetros
encontrados no tienen significado fisico alguno, es decir no corres-
ponden a caracteristicas de la planta tales como, inercia, friccién,
elasticidad, etc. Estos parametros solo garantizan que el modelo
numérico que conforman tenga una dindmica igual a la dindmica
del sistema fisico.

Debido a lo anterior, es posible que en un mismo sistema se
identifique modelos distintos y que ademas estos difieran del mo-
delo obtenido a partir de leyes fisicas. Sin embargo se tiene la
certeza de que a pesar de las diferencias, los modelos identificados
tienen un comportamiento afin con el del sistema de interés debido
al proceso de estimacién permanente. Es posible afirmar entonces
que una senal de control calculada a partir de la informacién otor-
gada por un modelo identificado, controlara apropiadamente la
planta con todas las ventajas ya mencionadas.

Este documento esta organizado de la siguiente forma: ini-
cialmente se realiza una breve explicacién de la técnica de identi-
ficacién paramétrica, luego se expone la manera de utilizar el
teorema de descomposicién en valores singulares (SVD) para de-
terminar el orden apropiado de un modelo del sistema fisico. Des-
pués se plantea la técnica de control adaptativo y finalmente se
presentan los resultados y conclusiones.

En este documento los escalares se denotaran con letras
minusculas (b); los vectores se denotaran con letras mindsculas en
negrita y con una barra superior (E) Las matrices de denotaran
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en letras mayusculas en negrita y con una barra superior (B). En
un escalar, un vector o una matriz el subindice [£] indica que dicho
elemento fue calculado en el instante de muestreo k.

Para el desarrollo de este trabajo se usé un prototipo de péndu-
lo invertido de la marca Feedback con referencias 33-200 (unidad
mecanica) y 33-201 (etapa de potencia), el cual se encuentra en el
Laboratorio de Investigacién en Sistemas de Control del programa
de Ingenieria Eléctrica de la Universidad Tecnolégica de Pereira y
se muestra en Fig. 1.

Fig. 1. Sistema de prueba. Fuente: Autores

La implementacién del controlador se realizé utilizando la
aplicacién Simulink de Matlab 6.5, ya que esta contiene la interfaz
de comunicacién con el sistema de Feedback. Los algoritmos de
identificacién y control se programaron en lenguaje C dentro de los
bloques “S-function Builder” de Simulink.
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2. METODOLOGIA
2.1 Identificacion del Modelo Numeérico

Para la estimacién de un modelo numérico de un sistema a
partir de las muestras de sus sefiales de entrada y salida, se debe
definir el tipo de modelo a utilizar. Para esto se toma una funcién
de transferencia genérica como se muestra en (1). El numerador es
el polinomio B(q™) = by +byg ' + -+ b,q" de orden n y como
denominador se tiene un polinomio A(g™Y) =1+a;q7 '+ -+
a,q"™ de orden m (Aguado & Martinez, 2003; Goodwin & Sin,
1984; Simon, 2006).

B(@™)
Yik] = ﬁu[k] (1)

Se define la accién del operador de retardo g~/ como, q'ju[k] =
Upk—j], esto permite reescribir (1) como la ecuacién en diferencias

(2):

m

n
Yo =~ z %G Ye-j) + Z biuge-q )

j=1 =0

La expresiéon en (2) se puede escribir matricialmente en térmi-
nos del producto entre un vector de parametros

0=[-a - —amb, - b,], y un vector columna conformado
por muestras actuales y pasadas de la entrada y la salida del
sistema h = [Vik-11 = Yik-m]UK] * Uk-n]], tal y como se indi-

ca en (3). Este producto arroja como resultado una estimacién para
la respuesta del sistema en el instante k& ante una excitacién pun-
tual uy, es decir:

P = 6T 3

Para que la estimacioén Jj;; sea muy aproximada a la respuesta
real y[,) se deben ajustar los pardmetros contenidos en el vector 6,
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para esto es necesario construir un vector de estimaciones
y=[Dn - I que se expresa como el producto entre el vector
de pardmetros ® y una matriz H cuyas columnas corresponden al
vector hT calculado para k = 1,2,3, -+, L, como se muestra en (4).

Yii-11 Yiz-11 YiL-1]

Y[1;m]}’[2;m]_ y[L.—m]

5 —9HT Or —
y =0H"; donde H = Upp Ug U

lu[l.—n] u[zi—n] .“y[L.—n] J

4

Se define el error de estimacién & como e =y—9 =y — 0H",
donde ¥ es un vector que almacena los valores de la salida del
sistema. Luego se plantea un problema de optimizacién irrestricto,
cuya funcién objetivo es el error cuadratico de estimacién en fun-
cién de los parametros 0:

J=lel>=(y—-8H)(y—8H")" ®)
J=yy" —yHO" —8H"y" + 6H"HO"

Para encontrar los valores de ® que minimizan el indice de
desempenio <J en (5), es necesario igualar a cero el gradiente de oJ,
es decir:

a o
a_£ =—2yH+26H"H=10 (6)

De (6) se tiene que los parametros que minimizan el error
cuadratico de estimacién son:

0= (H"H)'yH )

Los cuales corresponden a un minimo (esto se verifica con la
hessiana de ). La ecuaciéon (7) se conoce como el método de mini-
mos cuadrados fuera de linea, debido a que no permite estimar los
parametros para cada instante de muestreo, ya que requiere de
calculos bastante exigentes computacionalmente, por ende este
método no permite la implementacion de un control adaptativo.
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Sin embargo, es de vital importancia pues es el paso inicial para
encontrar un algoritmo que sea recursivo y que se actualice con
cada muestra sin necesidad de calculos demasiado exhaustivos.
Otra utilidad de (7) es que puede aplicarse como generador de
parametros iniciales para los algoritmos recursivos.

Para encontrar un algoritmo recursivo se utilizan los parame-
tros O calculados para el instante L mediante (7) y se actualizan
utilizando informacién del instante L+1 con la misma ecuacion.
Por comodidad, esta ultima se replantea como se indica en (8) y

9).

0 = CyH (8)

C=HBD ©)
Después de una maniptollacién algebraica que por motivos de

espacio no se especificara (Astrom & Wittenmark, 1994; Goodwin

& Sin, 1984; Saldarriaga & Henao, 2009) se obtienen (10), (11) y

(12), las cuales corresponden al método de minimos cuadrados
recursivo (MMCR).

= = e[L+1]E[L]BT[L+1]

074y =0", 7 = 3 (10)
(L+1] T R Ciyh T4y
erL+1] = Y[L+1] — é[L]BT[LH] (11)
CihT R C
= = [L]™ [L+1])"*[L+1]™[L]
Ciov1) = C[L] - (12)

1+ hyyCrgh s

La ecuacién (10) representa la actualizacién de los parametros
en el instante L+1 a partir de los parametros del instante L e
informacién como el error de identificacién e 4 y el vector de
entrada-salida actualizado para el instante L+1. La expresién en
(12) representa la actualizacién de la matriz € conocida como
matriz de covarianza, la cual tiene la caracteristica de tender a
cero cuando el error de identificacién también lo hace.
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2.2 Consideraciones Importantes para la Obtencion de un
Buen Modelo

Uno de los aspectos principales a tener en cuenta para identifi-
car un modelo numérico de un sistema fisico, es el orden requerido
en dicho modelo. Con el orden adecuado se obtendra una mejor
representaciéon de la dinamica del sistema. Un orden muy bajo no
permite capturar adecuadamente el comportamiento del sistema
mientras que por el contrario, un orden muy alto dificulta la tarea
de control y pueden aparecer oscilaciones no deseadas en el mode-
lo.

En el proceso de seleccién del orden adecuado del sistema se
recomiendan las siguientes opciones: si se tiene conocimiento
previo del comportamiento del sistema y un modelo aproximado, lo
méas cémodo es utilizar esta informacién, de lo contrario se reco-
mienda utilizar el teorema de descomposicién en valores singula-
res (SVD) (Saldarriaga & Henao, 2009); que permite encontrar los
valores singulares de una matriz. Como ya se sabe del algebra
lineal, estos valores estan estrechamente ligados con los valores
propios, los cuales entregan una nocién de que tan diversa es la
informacién almacenada en la matriz. Por lo tanto, si esta contiene
informacién de la entrada y salida del sistema ante diferentes
excitaciones (que deben ser ricas en frecuencia), se puede obtener
una idea de cuéales son los valores propios que mas aportan a la
diversidad de la informacién almacenada en ella. El teorema SVD
se usa para encontrar una matriz de orden inferior que represente
adecuadamente la informaciéon almacenada en la matriz de datos
inicial.

Para determinar el orden del modelo del sistema real se proce-
de como sigue: Se construye una matriz de orden superior al espe-
rado (7 u 8), la cual contenga informacién de entrada y salida del
sistema, organizada como la matriz HT presentada en (4). Si la
informacién almacenada es lo suficientemente representativa de la
dinamica del sistema (lo cual depende de que tan variante sea la
senial de excitacién), entonces se puede concluir que el nimero de
valores singulares mas representativos corresponde al orden ade-
cuado del modelo, el cual es equivalente al nimero de polos.

b
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En la construccién de un modelo adecuado del péndulo inverti-
do es necesario tener en cuenta que se trata de una planta no
lineal, lo cual implica que sus parametros dependen del punto de
operacién deseado (Brock, 2002). Ademas, el control se aplica en
un punto de operacién inestable, es por esto que para obtener la
informacién necesaria para construir la matriz HT se aplica ini-
cialmente un control clasico de reubicacién de polos, el cual se
encarga de mantener el sistema alrededor del punto de interés (en
este caso la vertical arriba).

Para determinar el orden del modelo del sistema de prueba se
tomaron las muestras que se presentan en la Tabla 1, estas co-
rresponden al angulo de la barra (®), la posicién del carro (X) y la
senal de control (U), las cuales se obtuvieron con un tiempo de
muestreo de 60 ms alrededor del punto de operacién y con el con-
trolador anteriormente descrito.

Tabla 1. Datos de entrada y salida del péndulo invertido. Fuente: Autores

Variable Datos

X (m) 0,163 0,164 0,165 0,168 0,170 0,171 0,172 0,172
D (rad) 0,012 0,012 0,015 0,021 0,027 0,030 0,030 0,030
Uw 2,500 2,060 2,500 2,500 2,500 0,985 0,260 2,500
X (m) 0,171 0,170 0,170 0,170 0,169 0,169 0,168
@ (rad) 0,030 0,024 0,024 0,024 0,021 0,018 0,015

Uw 1,890 2,500 2,500 0,912 2,500 0,864 1,990

Posteriormente, con los datos de la Tabla 1, se construye la
matriz H'de 7x15 (El valor 7 corresponde al orden supuesto ini-
cialmente, y 15 es el nimero de muestras) y se calcularon sus
valores singulares, para lo cual se utilizé el comando svd de Ma-
tlab; los resultados se muestran en la Tabla 2.

Tabla 2. Valores singulares segun datos de prueba. Fuente: Autores

Valores singulares

10,2341 9,0556 6,1547 3,6451 0,9999 0,1215 0,0828
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Como se puede observar los valores singulares méas represen-
tativos son los primeros cuatro, por lo tanto se concluye que el
modelo més apropiado para la representacién del péndulo inverti-
do debe ser de orden 4.

2.3 Control Adaptativo por Reubicacion de Polos

Se pretende disefiar una ley de control que permita reubicar
los polos del sistema en lazo cerrado en forma arbitraria, para esto
se plantea el esquema de control mostrado en la Fig. 2 (Giraldo &
Tabares, 1997a; Goodwin & Sin, 1984; Ogata, 1996)

CONTROLADOR PLANTA REAL

Fig. 2. Esquema de Control. Fuente: Autores

El esquema de la Fig. 2, presenta la siguiente funcién de trans-
ferencia en lazo cerrado:

Yid _ B(qHP(a™H) 19
rg A(@HL(@™Y) +B(@H)P(q™Y)

donde:
P(@) =po+piqat++pmqa™ (14)

L@ =lo+ g™+ 4 1ng™

Como ya se menciond, se pretende que el denominador de (13)
tenga una forma deseada (segun las especificaciones de disefio),
por lo tanto se deben escoger adecuadamente los coeficientes de los
polinomios P(q™1) y L(q™!) mostrados en (14) de tal manera, que se
satisfaga la siguiente ecuacién:

b
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A(@HL(@ D +B(@@ HP(@ ) =A"(qh) (15)

Donde A*(q™1) es el polinomio deseado, A(q™!) y B(q™!) son po-
linomios que contienen los coeficientes estimados del denominador
y del numerador de la planta respectivamente.

Para encontrar los parametros del controlador se comparan
término a término los miembros de (15), La representaciéon matri-
cial de las ecuaciones resultantes se muestra en (16):

*

20 [y 1 bo s
31* 1y a; 1 b; by b Iy
42 L, a, a; 1 b, bi % b I
a3* = 11 2 a 1 b1 0 1
«| = Me 3| = a3 32 1 al b3 bz b b1 3 (16)
Ay Po a, az 4z a b b3 2 b Po
a * p a 2 4 b 2 p
5 1 dy 3 as b4 3 b 1
ag”* P2 LY b, 3|{P2
* 4 b4.
la," ] S%E 1lp;

Al invertir la matriz M, se calculan los coeficientes del contro-
lador, y con estos se procede a plantear la sefial de control, tal y
como se muestra en (17) y (18):

P(q™)

Ui = [Ty O amn
P(q Ve — (Iiupeeqy + =+ + Lyupe

4 = ng — (iUpey) AUpca)) (18)

lo

3. RESULTADOS

Como se menciond inicialmente, el objetivo de este trabajo es
mostrar la efectividad de la técnica de control adaptativo por re-
ubicacion de polos, y por tal motivo se decidié aplicarla al péndulo
invertido. Como sistema de prueba se wutiliz6 un modelo
FEEDBACK 33-200, y en la programaciéon en SIMULINK el blo-
que “S-Function Builder” de MATLAB, el cual permite la ejecucién
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del cédigo en tiempo real sobre el sistema, y por dltimo los cédigos
fueron desarrollados en C++ y MATLAB.

En la Fig. 3a se presenta una imagen detallada del sistema, en
la que se ilustran sus componentes principales, en la Fig. 3b se
muestra el punto de operacién del péndulo y se esboza uno de los
mayores y mas comunes inconvenientes de los sistemas reales, la
zona muerta, que en este caso aparece debido al poco efecto que
tienen angulos relativamente pequeiios de la barra sobre la posi-
cién lineal del carro (-40° < 0 < 40°).

Sensor de
Angulo
Carro Ls,
a
Sensor de Fin de
carrera
Riel
[
e/ Correa
Motor DC I
Sensor de
Posicién <— Péndulo —

) 0

Fig. 3. Sistema Péndulo Invertido. Fuente: Manual de FEEDBACK

Para un control calculado a partir de leyes fisicas esto podria
ser un inconveniente, puesto que teéricamente se demostré que el
péndulo invertido no es controlable si se toma como salida del
sistema la posicién de la barra (Giraldo & Tabares, 1997b), esto
debido a que cuando se plantea el modelo se esconden dos polos,
quedando asi una sola opcién: calcular la ley de control a partir de
un modelo que tome como salida la posicién del carro. En este caso
no se tiene problema con los polos pero si con la zona muerta (del
carro con respecto a la barra), ya que se tiene una zona para la
cual el controlador no es sensible ante cambios del angulo.

i
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Sin embargo, para una ley de control adaptativa no existe el
problema de los polos escondidos, debido a que el identificador
siempre intentara encontrar coeficientes que permitan obtener un
modelo que reproduzca la dindmica en cuestién, por lo tanto el
identificador siempre encontrara el nimero de polos indicado. Es
por esto que se insiste en que aunque el modelo identificado tenga
el mismo comportamiento que el sistema, sus parametros no tie-
nen ningun significado fisico y por lo tanto en ningiin momento se
debe esperar que el identificador encuentre un modelo con para-
metros similares al modelo calculado con leyes fisicas.

En la Fig. 4 se presentan los resultados obtenidos aplicando un
controlador adaptativo por reubicaciéon de polos, para esto se iden-
tificé un modelo de orden 4 mediante el MMCR, para el cual se
tomé como sefial de entrada la tensién aplicada al amplificador de
potencia del motor DC y como senal de salida la posiciéon angular
de la barra (8 =0 en la vertical arriba). Se reubicaron todos los
polos del sistema en un valor de 0,3 en el plano Z con un tiempo de
muestreo de 60 ms.

Posicion Carro [m]

02 :
' : Cambio de controlador

15
Tiempo [s]

Posicion Angulo [rad]
T

— berarmrneneeennn e Farenee o de P S T L S barararmsenenness -

Fig. 4. Resultados obtenidos en el Péndulo Invertido. Fuente: Autores

Se puede notar como el controlador logra adaptarse exitosa-
mente a la dindmica del péndulo y asi consigue realizar un control
satisfactorio.

Para comprobar en comportamiento adaptivo del controlador,
se utilizé el mismo controlador aplicado en caso anterior, para
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controlar la posicién del carro del péndulo invertido, dejando osci-
lar libremente la barra alrededor de la vertical abajo y se consi-
der6 dicha oscilacién como una fuerte y constante perturbacién
sobre el sistema. Tal y como se aprecia en la Fig. 5, el resultado es
satisfactorio puesto que se logré un muy buen seguimiento de la
referencia (linea tipo escalén) por parte del carro, a pesar de la
presencia constante de la perturbacién ocasionada por la barra.

Posicion Carro [m]

- S e 5
i LA T
30 BE 1] B5 70

Tiempo [s]
Fig. 5. Resultados obtenidos para el control de la posicién del carro.
Fuente: Autores

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se desarroll6 un controlador adaptativo por re-
ubicacién de polos aplicado (i) al péndulo invertido y (ii) a la posi-
ci6n del carro con la barra oscilando libremente. En el caso del
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péndulo invertido se calculd el orden adecuado usando el teorema
SVD y aplicando una entrada persistente, para asi incluir una
informacién completa de la dindmica del sistema.

En comparacién con los modelos desarrollados con base en le-
yes fisicas, los modelos obtenidos a partir de identificadores pa-
ramétricos presentan grandes ventajas, dado que estos se ajustan
mejor a la dinamica del sistema, sin despreciar ningin fenémeno
perceptible, lo que hace que el control sea mas robusto.

Otro aspecto importante a la hora de implementar un contro-
lador es la seleccién del tiempo de muestreo, esto debido a que si
este es muy pequerio la magnitud de la sefial de control aumenta y
se corre el riesgo de entrar en la zona de saturaciéon de los actua-
dores, pero si por el contrario se escoge un valor muy grande, es
posible perder el control del sistema, esto debido a que por un
largo periodo de tiempo se aplica un valor constante como entrada
de control.

Por ultimo, para la selecciéon del tiempo de muestreo y los polos
del sistema se recomienda realizar pruebas experimentales itera-
tivas, en donde se inicie con tiempos de muestreo pequenos y polos
cercanos al limite de estabilidad y luego se aumente el tiempo de
muestreo y se lleven los polos lentamente hacia el origen del plano
z, hasta que se encuentre una respuesta satisfactoria.
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