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Resumen

El modelamiento de un proceso o una planta es de vital importancia para el disefio de
su sistema de control, ya que permite predecir su dindmica y comportamiento ante
diferentes circunstancias, entradas, perturbaciones y ruido. El objetivo principal de este
trabajo es identificar qué modelo es mejor entre el matematico y el de caja negra para un
motor especifico de corriente continua sin escobillas de imanes permanentes. Para ello se
presenta el modelo matematico de un motor de corriente continua sin escobillas PW16D
del fabricante Golden Motor y se compara con su modelo de caja negra, ambos se
obtienen a partir de datos experimentales. Dichos datos, el voltaje promedio aplicado y la
velocidad angular, se adquieren mediante una tarjeta de adquisicién y se importan al
ordenador. Las constantes del modelo matematico se estiman mediante un ajuste de
curvas basado en algoritmos de minimos cuadrados no lineales y patrén de busqueda
mediante herramienta computacional. Para la estimacién de constantes del modelo
matematico mediante minimos cuadrados no lineales y patrén de busqueda se obtuvo
una bondad de ajuste de 84,88% y 80,48% respectivamente. La bondad de ajuste obtenida
por el modelo de caja negra fue de 87,72%. El modelo matematico present6 ligeramente
menor bondad de ajuste, pero permite analizar el comportamiento de variables de interés
como el consumo de corriente y el torque aplicado al motor. Debido a esto, se concluye
que el modelo matematico obtenido mediante datos experimentales del motor sin
escobillas PW16D es mejor que su modelo de caja negra.

Palabras clave
Identificaciéon de parametros, bondad de ajuste, motor CD sin escobillas, modelo de
caja negra.

Abstract

The modeling of a process or a plant is vital for the design of its control system, since
it allows predicting its dynamic and behavior under different circumstances, inputs,
disturbances and noise. The main objective of this work is to identify which model is best
for a permanent magnet brushless DC specific motor. For this, the mathematical model
of a DC motor brushless PW16D, manufactured by Golden Motor, is presented and
compared with its black box model; both are derived from experimental data. These data,
the average applied voltage and the angular velocity, are acquired by a data acquisition
card and imported to the computer. The constants of the mathematical model are
estimated by a curve fitting algorithm based on non-linear least squares and pattern
search using computational tool. To estimate the mathematical model constants by non-
linear least square and search pattern, a goodness of fit of 84.88% and 80.48%
respectively was obtained. The goodness of fit obtained by the black box model was
87.72%. The mathematical model presented slightly lower goodness of fit, but allowed to
analyze the behavior of variables of interest such as the power consumption and the
torque applied to the motor. Because of this, it is concluded that the mathematical model
obtained by experimental data of the brushless motor PW16D, is better than its black
box model.

Keywords
Identification of parameters, goodness of fit, brushless DC motor, black box model.
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1. INTRODUCCION

Actualmente se desarrollan prototipos
de vehiculos eléctricos pequerios y de bajo
costo como futura solucién a los problemas
de movilidad y contaminacién ambiental
presente en las grandes ciudades. Dichos
vehiculos usan principalmente motores sin
escobillas por su alta eficiencia y nulo
mantenimiento [1]. La produccién mas
importante de motores eléctricos CD (co-
rriente directa) sin escobillas es dada por
las fabricas Chinas [2], estas proveen a
casi todo el mundo, motores de bajo costo
para vehiculos pequenios. Sin embargo,
estos requieren de controladores costosos.
Al mismo tiempo, la poca informacién que
ofrecen sobre los motores no permite desa-
rrollar controladores de alto desempenio.

Diversas técnicas de modelamiento se
han empleado para la obtencién del modelo
del motor sin escobillas. La medicién de
cada una de sus constantes mediante
pruebas experimentales [3] fue usada por
Ganesh y Mekideche [4] en un motor CD,
identificacion de los parametros de un
motor CD por métodos de distribucién [5]
usado por Sendrescu, identificacién de
parametros por minimos cuadrados no
lineales y patrén de busqueda de un motor
sin escobillas empleada por Salah [6]. El
modelamiento de caja negra con estructura
ARX fue usado por Hussin [7].

Este articulo presenta la identificacién
de los parametros del Motor PW16D de
Golden Motor, entre los cuales se encuen-
tran, las constantes de fuerza contra-
electromotriz Ke, de torque Kt, de friccion
viscosa B, de inercia del rotor J, su induc-
tancia L y su resistencia R, usando algo-
ritmos de minimos cuadrados no lineales y
patréon de busqueda. Adicionalmente, se
realiza un segundo modelo de caja negra
basado en una funcién de transferencia de
segundo orden y una estructura ARX. Para
ambos modelos se comparan sus ventajas y
desventajas.

Este articulo estd organizado de la si-
guiente manera: en “Modelo Matematico”

se describen las ecuaciones que rigen el
comportamiento del motor, En “Adquisi-
cion de datos” se presenta el disefio del
sensor y el esquema del sistema de adqui-
siciéon, en “Estimacion de parametros” se
realiza la estimacion de las constantes de
las ecuaciones diferenciales del motor a
partir de los datos adquiridos, en “Funciéon
de transferencia” se realiza un segundo
modelamiento de tipo caja negra con base
en los datos adquiridos, en “Resultados
experimentales” se presentan las simula-
ciones de los modelos obtenidos y finalmen-
te en “Conclusiones” se discuten los resul-
tados.

2. MODELO MATEMATICO

El motor CD sin escobillas conectado en
estrella puede apreciarse en la Fig. 1. Se-
gun sea la posicién del rotor, la cual puede
ser determinada por los sensores de efecto
Hall [8], se realiza una conmutacién que
activa una pareja de transistores por vez.
El modelo del motor tiene una parte meca-
nica y una eléctrica [9], lo cual permite que
sea analizado como un motor de corriente
directa. En la Tabla 1 se muestran las
abreviaturas de las variables usadas en el
desarrollo de las ecuaciones asi como sus
unidades.

TVDD
o o o 7
B e e

e e S A E@
Q2] Q4 Qg lca S 1
L GND Sensores de efecto Hall

Fig. 1. Puente inversor conectado a un motor CD sin
escobillas. Fuente: [9]

El motor funciona de a dos fases al
tiempo, mientras un par de transistores
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estan conduciendo, los otros cuatro estan
en circuito abierto. Por ejemplo, si Q1 y Q4
conducen, Q2, Q3, Q5 y Q6 no lo hacen,
permitiendo que fluya la corriente de la
bateria (ir) entre las fases A y B, dejando la
fase C inactiva [10].

Tabla 1. Variables y unidades. Fuente: Autores

Variable = Nombre Unidad
R Resistencia Q

L Inductancia H

dJ Constante de inercia del rotor kg*m?
B Constante de friccién viscosa N*m*s
Kt Constante de torque N*m/A
Ke Constante contraelectromotriz V/Rad/s)
W(t) Velocidad angular Rad/s
E Fuerza contraelectromotriz v

i Corriente de la fuente A
VDD Voltaje de las baterias A%
VPWM Voltaje modulado en ancho de pulso A%
Te Torque eléctrico N*m
Tcte Torque aplicado en la carga N*m
Tpérdidas Pérdidas por friccién N*m
Ke Constante de fricciéon de Coulomb N*m*s

En la Fig. 2 se ilustra un estado de con-
ducciéon de dos fases. Esto permite simplifi-
car el sistema de ecuaciones [9].

RA LA E1

VPWM | E2

RB LB

Fig. 2. Circuito equivalente en un estado de activacion.
Fuente: Autores

La ecuacién de la malla para el estado
de conduccién A y B se puede apreciar en

(1)
VPWM = (RA + RB)i

di (1)
+(LA + LB)L—+ (E1 + E2)

Donde E representa el voltaje contra
electromotriz, definido en (2).

E =Ke+W(t) 2)

Reemplazando (2) en (1) y realizando
las ecuaciones de malla para los otros dos
estados de conduccién se obtiene (3) el
sistema de tres ecuaciones.

VPWM1
(VPWMZ)
VPWM3
R1 + R2 0
= ( 0 R2 + R3 )( )
0 0 R1 + R3
L1+ L2 0 dll /dt 3)
+ ( 0 L2+ L3 ) (dlZ/dt)
0 0 L1 + L3/ \di3/dt
kel + ke2 0
+ ( 0 ke2 + ke3 0 ) W (t)
0 0 kel + ke3

Por razones de simplicidad se usa sélo
una corriente, ir, que es la que se mide en
la entrada del puente inversor y sélo se
mide el voltaje VDD, que corresponde al
voltaje de las baterias [9]. Asi, sumando
entre si el sistema (3) se obtiene una Unica
ecuacién para el sistema eléctrico:

R =2/4 (R1+ R2 + R3) (4)
=2/5(L1+ L2 +L3) (5)
Ke = 2/3 (kel + ke2 + ke3) (6)

Reemplazando (4), (5), (6) en (3) se ob-
tiene (7), que representa el modelo de un
motor CD, por lo que en términos de sim-
plicidad el modelo de un motor CD sin
escobillas no difiere mucho al del motor CD
convencional.

diF
VPWM=R*if+LW+Ke*W(t) (7

El torque eléctrico, producido por el
campo magnético que a su vez es generado
por las corrientes del embobinado del esta-
tor es proporcional a la corriente de fase
como se aprecia en (8).

Te = Kt * i; 8)

[58] Tecno Loégicas, ISSN 0123-7799, Vol. 17, No. 33, julio-diciembre de 2014, pp. 55-64
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Como se aprecia en la Fig. 3, el torque
eléctrico es equivalente a la inercia del

rotor, el torque aplicado al rotor y las pér-
didas por friccién. Refiérase a (9).

dw(t)

Te =Tcte+] + Tpérdidas 9

dt

R L

Friccion

YD Ju
1

Fig. 3. Diagrama electromecédnico de un motor DC.
Fuente: [5]

Donde las pérdidas por fricciéon [9] re-
presentan la friccion viscosa y la fricciéon de
Coulomb como se indica en (10).

Tpérdidas = B * W(t) + Kc * sign * W(t) (10)

Reemplazando (10) en (9) se obtiene el
modelo mecanico del motor CD, mostrado
en (11).

. dw(t)
Kt xip =Tcte +] T + B «w(t)

+ Kc * sign(w(t))

(11)

Asi, el modelo del motor CD sin escobi-
llas esta representado por (7) y (11).

3. ADQUISICION DE DATOS

Los datos del motor fueron estimados a
partir de la adquisicion de dos senales,
VIN y RPM, que son voltaje promedio apli-
cado y velocidad angular en revoluciones
por minuto, tal como se aprecia en la Fig.
4. Para ello se implementé un variador de
velocidad de control trapezoidal [11], [12] ¥
se disend un sensor de velocidad angular.

El diseno del sensor esta basado en un
disco dentado, un codificador y un contro-
lador de senal digital. En la Fig. 5 puede

apreciarse el motor eléctrico, el cual esta
dentro de la llanta y el codificador.

—

/

ik MOTOR CD RPM
Sin escobillas
Adquisicién de PC
datos 3

Fig. 4. Esquema de adquisicién de las sefiales VIN y RPM.
Fuente: Autores

e i
Fig. 5. Motor CD sin escobillas con el sensor instalado.
Fuente: Autores

En la Fig. 6 se ilustra la curva de cali-
bracién del sensor, con una aproximacion a
una linea de tendencia lineal.

350

y=54051"%+95379
300 H /(///
250 ; f(
ol .

/ === Curva de respuesta ||
i — Linea de tendencia

i i
SB.T 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Salida del Sensor (V)

Velocidad Angular (RPM)
[
o

Fig. 6. Curva de calibracién del sensor disefiado.
Fuente: Autores
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Los datos fueron adquiridos al ordena-
dor mediante una tarjeta DAQ 6009 de
National Instruments y posteriormente
exportados a Matlab. En la Fig. 7 se mues-
tra la sefial adquirida de voltaje aplicado al
motor, y en la Fig. 8 la respuesta del motor
adquirida en de velocidad angular en revo-
luciones por minuto.

) 200 400 600 sti)o 1000 1200 1400
t(s)
Fig. 7. Seial de VIN adquirida mediante el DAQ.
Fuente: Autores

600

e
ot made
400M .

RPM

200/

G[J 200 400 600 800 1000 1200 1400

t(s)
Fig. 8. Senal de RPM adquirida mediante el DAQ.
Fuente: Autores

4. ESTIMACION DE PARAMETROS

Encontrar las constantes de (7) y (11)
del motor CD sin escobillas puede realizar-
se mediante pruebas experimentales [12] y
medicién de cada uno de sus parametros
[3] o también mediante estimacién y opti-
mizacion por software a partir de datos
experimentales [13]-[15]. Se realizd este
ultimo mediante la herramienta compu-
tacional Simulink de Matlab.

Una vez obtenidas las dos senales expe-
rimentales se realiz6 un estimado inicial de
los parametros del motor, como se aprecia
en la Tabla 2. Esto debido a que para poder
empezar a iterar, la herramienta de esti-
macién de Simulink requiere que todos los
valores a estimar tengan un valor inicial.

Tabla 2 Parametros del motor inicialmente estimados o
medidos. Fuente: Autores

Parametros Simbolo Valor Origen
Resistencia R 0,4 Q Medida
Inductancia L 100 uH Medida
C. electromotriz Ke 10 V/(rad/s) Estimada
C. de torque Kt 10 Nm/A Estimada
C. de inercia J 0,5 kg-m? Estimada
C. de friccién B 0,2 Nms/rad Estimada
C. de Coulomb Ke 0,5 NmS Estimada

Los valores iniciales de las constantes a
estimar pueden seleccionarse al ensayo y
error vy terminar de ajustarlas con esta
herramienta. En la Fig. 9 se aprecia la
interfaz de estimacién de Simulink, donde
se configuran valores minimos y maximos
posibles para cada constante.

L Control and Estimation Tools Manager - olEN

ers. | Estimated States

Default settings

[ Al Name ]

Typical

Used by blocks:

ata node has been added to Transent Data

Select the tab panels to configure your estimation parameters and states

Fig. 9. Interfaz gréfica de la herramienta de estimacion de
parametros de Simulink. Fuente: Autores

5. FUNCION DE TRANSFERENCIA DE CAJA
NEGRA

El modelamiento por caja negra consis-
te en un estudio de un elemento a partir de
su comportamiento de salida para una
entrada determinada sin abarcar en su
funcionamiento interno [16]. El esquema se
puede apreciar en la Fig. 10. Con la entra-
da y salida conocidas se identific6 la fun-
cién de transferencia de la caja negra me-
diante el comando IDENT de Matlab. El
reconocimiento de la funcién de transfe-
rencia se realiza mediante una seleccién de
método de identificacion [7].

[60] Tecno Loégicas, ISSN 0123-7799, Vol. 17, No. 33, julio-diciembre de 2014, pp. 55-64
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VIN RPM

v

Caja negra

v

Fig. 10. Esquema de Caja negra para una entrada VIN y
una salida RPM. Fuente: Autores

Se observaron mejores ajustes de cur-
vas con estimaciones no lineales con es-
tructuras ARX, pero también con una fun-
cién de transferencia convencional, de un
polo y dos ceros. El modelo ARX [17] tiene
la estructura mostrada en (12).

}’(t) + aly(t - 1) + -+ anay(t - na)
= byu(t — nk) + - (12)
+ byu(t —nb —nk + 1) + e(t)

Los parametros na y nb son el orden del
modelo y nk es el retardo. Donde y(%) es la
salida en el tiempo ¢, na el nimero de po-
los, nb el namero de ceros, nk es el numero
de muestras de entrada que se producen
antes de que la entrada afecte la salida,
también llamado tiempo muerto en el sis-
tema; y(¢-1)...y(t-na) son las salidas previas
sobre el cual depende la salida actual; w(t-
nk)...u(t-nk-nb+1) son las entradas ante-
riores y retardadas sobre el cual la salida
actual depende; y finalmente e(t-1)...e(t-nc)
representa el ruido blanco. Una manera
mas compacta de representar (11) es:

A(q) *y(t) = B(q) * u(t — ny) + e(t) (13)

Donde ¢ es el operador de retardo, A(g)
y B(q) son especificamente:

Al@Q =1+ alq_l + ot apeqg™ (14)

B(q) = b1 + byq~' + -+ + byq P! (15)

6. RESULTADOS
6.1 Estimacion de parametros

En la Fig. 11 puede apreciarse la res-
puesta en simulaciéon del modelo de ecua-

ciones diferenciales con las constantes
iniciales, puede verse que la respuesta no
corresponde a la respuesta real del motor.

600 - — -
|—Simulacién

500 s —Real
400+ ;
300+ i
200
0 L

-100 L !

o 200 400 600 800 1000 1200 1400
t(s)

Fig. 11. Respuesta del modelo con las constantes iniciales.
Fuente: Autores

RPM

En la Tabla 3 se pueden apreciar dos
estimaciones de las constantes mediante
dos algoritmos de ajuste de curvas. Se
aprecia una bondad de ajuste muy similar,
pero resultados de las mismas variables
diferentes. Para la bondad de ajuste se usé
una funcién de costo llamada raiz del error
cuadratico medio normalizado o por sus
siglas en inglés NRMSE. Entre mas cerca
esté el valor a uno (1,0) indica mayor simi-
litud entre la grafica de referencia y la
estimada.

Tabla 3. Valores de las constantes estimadas por dos
métodos de optimizacién de ajuste de curvas.
Fuente: Autores

Bondad de J B Kt Ke

ajuste

0.8488 M-cuadrados  .o\0 69199 667 0,805
no lineales

0,804g latron de 507 022 6,67 0,85
busqueda

En la Fig. 12 se aprecia la respuesta del
modelo matematico con las constantes
estimadas mediante minimos cuadrados no
lineales mostradas en la Tabla 3, con una
bondad de ajuste de 84,88%. En la Fig. 13
se aprecia la respuesta del modelo mate-
matico con las constantes estimadas me-
diante patrén de busqueda mostradas en la
Tabla 3, con una bondad de ajuste de
80,48%. La respuesta del modelo por mi-
nimos cuadrados no lineales obtuvo un
mejor ajuste de curva, lo cual se también
se puede apreciar graficamente.

Tecno Loégicas, ISSN 0123-7799, Vol. 17, No. 33, julio-diciembre de 2014, pp. 55-64 [61]
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---MCNL (84.88%)
—Salida real
-200,

0 200 400 600 ©) 800 1000 1200 1400
t(s
Fig. 12. Resultado de la simulacién con minimos cuadrados
no lineales con una bondad de ajuste de 84,88%.
Fuente: Autores

---P.Busqueda (80.48%)
— Salida real

0 200 400 600 ©) 800 1000 1200 1400
t(s
Fig. 13. Resultado de la simulacién con patrén de busqueda
con un ajuste de 80,48%. Fuente: Autores

-200,

6.2 Funcion de transferencia caja negra

En la identificacién de la funcién de
transferencia se obtuvieron resultados
satisfactorios o por encima del 80% de
ajuste de curva con dos estructuras de
modelo distintas: modelo de funcién de
transferencia de un cero y dos polos, y
modelo de estructura ARX. En la Fig. 14
puede apreciarse la similitud de la res-
puesta del modelo con el comportamiento
real, cuya funcién esta definida por (16).

12225 + 1855

tfl= 16
f s%2+124,8s + 158 (16)
600 T T T T T
400 A
=
o
4
200+ : ;
--tf1 (87.72%)
—Real

0 5 10 15 20 25 30 35
Fig. 14. Respuesta de simulacion de la funcién de transfe-

rencia (16) con un 87,72% de ajuste de curva.
Fuente: Autores

En la Fig. 15 se observa la respuesta de
simulacién del modelo con estructura ARX
con dos polos y un cero descrito en (17). Se
observa que a pesar de tener menor bon-
dad de ajuste de curva que el modelo (16),
el modelo (17) presenta mejor comporta-
miento en los descensos, presentando ma-
yor fidelidad con respecto al comporta-
miento real.

A(z) » y(t) = B(z) *u(t) + e(t) a7
Donde:
A(z) =1—-10,5857z"1 — 0,104322 (18)
B(z) = 3,62 19)
600

0 ---ARX210 (87.2%)
| | —Real
0 5 10 15 20 25 30 35

t(s)
Fig. 15. Respuesta de simulacion del modelo (17) con un
87,2% de ajuste de curva. Fuente: Autores

En la Tabla 4 se aprecia una compara-
cién de los modelos obtenidos. Se aprecia
que los modelos de caja negra obtuvieron
una bondad de ajuste mayor.

Tabla 4. Comparacion de los modelos de acuerdo con su
bondad de ajuste. Fuente: Autores

Modelo Algoritmo o Estructura d]i();;ii?e
Modelo Minimos cuadrados no lineales 00,8488
matematico  Patrén de bisqueda 0,8048
Modelo de ARX 0,8720
caja negra Funcién un cero y dos polos 0,8772

7. CONCLUSIONES

Para la identificacién de parametros y
de la funcién de transferencia se cumple la
relacion proporcional entre cantidad de
datos y calidad del ajuste, pero entre mas

[62] Tecno Loégicas, ISSN 0123-7799, Vol. 17, No. 33, julio-diciembre de 2014, pp. 55-64
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datos, mayor cantidad de recursos consume
el algoritmo, tardando mas tiempo.

El modelo matematico con constantes
estimadas por minimos cuadrados presentd
una bondad de ajuste de 84,88% contra
80,48% que presentd la estimaciéon de las
constantes por patron de busqueda para el
mismo modelo. A pesar de sblo 4,4% de
diferencia, puede apreciarse graficamente
una mayor fidelidad del primero que el
segundo.

La identificacion de la funcién de trans-
ferencia de caja negra, a través de la he-
rramienta computacional IDENT de
Matlab obtuvo ajustes de curva por encima
del 80% sdlo con estructuras ARX y modelo
convencional de polos y ceros. El modelo
ARX presenté una bondad de ajuste de
curva de 87,2% frente al ajuste de 87,72%
de un modelo convencional de dos polos y
un cero. Sin embargo el modelo ARX pre-
sentd mayor fidelidad en los descensos, por
lo que a pesar su menor bondad de ajuste,
su comportamiento es mas parecido al
comportamiento real. Asi, dicho modelo
ARX es mejor que la funcién de transferen-
cia convencional.

Los modelos de caja negra presentaron
mayor bondad de ajuste de curva que los
modelos matematicos, debido a que el mo-
delamiento por caja negra abarca muchas
mas variables que pueden interactuar en el
motor que el modelo matematico.

A pesar de que los ajustes de curva fue-
ron superiores en los modelos de caja ne-
gra, dichos modelos poseen la enorme des-
ventaja de no poder realizar simulaciones
de aplicaciones de carga al motor, asi como
observar el comportamiento de la corriente.
Siendo por tanto, el modelo matematico
con constantes estimadas a partir de datos
experimentales mucho mejor en términos
de estudio, simulacién y optimizacién con
control, ya que a pesar de tener 2,84% de
menor bondad de ajuste, si permite aplicar-
le una senal de torque de carga al motor y
observar el comportamiento de la corriente.

Las técnicas de modelamiento que se
emplearon para el motor CD sin escobillas

pueden aplicarse a motores CD con escobi-
llas, sin necesidad de alterar la metodolo-
gia, ya que poseen las mismas ecuaciones
que lo modelan.
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